Préparation bac : intégration 1/3

Ex 01*

e*x+1°

nGs) q
Soit: I = dx, pourtoutx € R, onpose: f(x) =
L o dx.p pose : £(x)

1. Déterminer des constantes réelles a et b telles que :
X

1+ e*

VXER, f(x)=a+ b Xx

2. Endéduire les primitives de f sur R.
3. Déterminer la valeur exacte de 1.

Corrigé
1. Soita €R,ona:

a+bx

e* _a(1+e") be* _a+aex+be"_(a+b)ex+a

= + = =
1+e* 1+e* 1+e* 1+e* 1+e*
On doit donc avoir pour tout réel x :
1 (a+b)e*+a
14+ex 1+e*

autrement dit :
Oe*+1 (a+b)e*+a
1+ex 1+ e*
Par identification on obtient :

lrbzo=lissZo=62h

Onadonc:
X

VXER, f(x)=1-

e*+1

2. Pourtout x € R, posons: u(x) =e* +1,dou:u' (x) = e*.
Pourtoutx € R:
e* u'(x
. IC)
e*+1 u(x)

!

u
Or, une primitives de ” (u > 0) estIn(u), donc en notant F une primitive de

f continuesur R, ona:
Vx ER F(x) =x — ln(u(x)) +k
soit finalement: Vx E R, F(x) =x—In(e*+1) + k

3. Ona:
In(5)
I =f f)dx
0

avec f continue sur [0;1In(5) ] et F est I'une des primitives de f sur cet
intervalle donc:

In(5)
f F@dx = [FGIE
0

Or
[FG)1g®
= [x — In(e* + 1)]g®
=In(5) —In(e™5 + 1) — (0 — In(e® + 1))
=1In(5)—In(5+1) —0 +In(1 + 1)
=In(5) — In(6) + In(2)
=In(5) — In(2 x 3) + In(2)
=In(5) — (In(2) + In(3)) +1n(2)
=In(5) — In(2) — In(3) + In(2)
= In(5) — In(3)

Finalement : I = In(5) — In(3).
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In(5)> 1
I [ : ]dX=ln(S)-ln(3)
e +1
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Ex 02*
On pose :

1 1 1 ex
A= dx et B = f dx
fo ex+2 0o €¥+2
1. Calculer 24 + B.
2. Calculer B.
3. Déduire des questions précédentes la valeur de A.

Corrigé
1. Ona:

1 1 1 ex
=2f0 ex+2dx+f0ex+2dx
1 1 1 ex
=f02><ex+2dx+foex+2dx
1 2 1 ex
=L X+2dx+Leﬂ+2dx
2

e
1 eX
= d
J;, (e"+2+e"+2> *
e

Il
—
ad
or

Conclusion:2A+ B = 1.
2. Calcul de B.

1 eX
B =
foe"+2

Posons u(x) = e* + 2, d’ol : u'(x) = e*, on a pour tout réel x :

e* _u’(x)
e+ 2 _m

! e
Or, une primitive de u: (u > 0) est In(u) donc une primitive de x = s

x » In(u(x)), c’est-a-dire : x — In(e* + 2).
X

Comme de plus x — est continue sur [0; 1], on en déduit :

ex+2

1 ex
| 555 = e+ 2
0

Or,
[In(e* + 2)13
=In(e! +2) —In(e® + 2)
=In(e +2) —In(1 + 2) = In(e + 2) —In(3)
Donc: B =In(e + 2) — In(3).
Calculons A.
Onamontré que 24+ B =1,or B =In(e + 2) — In(3) donc :
2A+In(e+2)—In(3) =1 24 =1-1In(e + 2) +1In(3)
1 1 3
(:>2A=1+ln< >®A=—+Eln< )

2 e+ 2
Résumons :

e+2

A—l 11<3>
=2tz ez

Autrement dit :

fl 1 4 —1+11< 3)
ver+2 722 ™M ez
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Ex 03** [d’aprés bac]

1 xM
Pour toutn € N, on pose : u,, = f dx
o 1+x
1. Calculer:ug = [, —d
- Calculer: ug = J; —dx.

1
2. Démontrer que pourtoutn € N:u, .4 +u, = 1

Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
4. Démontrer que la suite (u,,) est minorée par 0.

5. Déduire des questions précédentes que la suite (u,,) est convergence et
déterminer sa limite.

Corrigé
1 xn
vneNu, = dx
" J;1+x
1. Calculd [l —=—a
. Calculdeuy = — dx.
! 0 0 1+x

1 1
Une primitives de x » —estx = In(x + 1) et comme x » — est
1+x 1+x
continuesur [0;1] ,0n a:
1
1
f T+x dx =[In(x + 1)]3 =In(1 + 1) — In(0 + 1) =In(2) —In(1)
0
=1In(2) =0 =1n(2)

Finalement : ug = In(2).

2. Démontrons que pour toutn € N:u,,.q +u, = 1

Soitn € N,ona:

1xn+1 1 xn 1 xn+1 xn
u +u, = dx+f dx=f + dx
mHL T J;1+x o 1+x o \I+x  1+x

1.n+1 n 1.n 1
X + x x"(x+1 x+1
=f—dx=f—( )dx=fx”>< dx
o 1l+x o 1+x 0 x+1

J-1 " 14 J-1 "y X+ 1 qn+1 onti 1 .
= X = = = —_ = —_
Ox * Ox * n+l], n+l n+1 n+l

1
T n+1

Onadonchien:VEN:u u, =—.
| n+1+ n n+1

Démontrons que (u,,) est décroissante.
Soitn € N,ona:

1xn+1 1 XM 1 xn+1 xT
—uy, = dx — dx = - dx
Un+1 ™ tn J;1+x * J;1+x * J;<1+x 1+x>

_J-lxn+1_xnd _J-lxn(x_l)
=| ——dx=| —=dx
0 0

1+4+x 1+4+x
x™(x—1)
Or,pour0<x<1onax”>0,x—1<0et1+x>0doncT<0

puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :
Lxm(x — 1)
——dx <0
o 1+x
autrement dit: u, .1 —u, < 0.

Pour tout n € N,u,,.1 — u, < 0 donc (u,,) est décroissante.

Démontrer que la suite (u,,) est minorée par 0.

Pourtout x € [0;1] ettoutn € N,ona: x > 0doncx™ > 0.
n

X
Ona:x>0doncx+1> 1>0donc:m> 0.
Puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :
1 xn 1
dx >f 0 dx
J; 1+x 7 ),

autrement dit: u,, > 0. Pourtoutn € N, u,, > 0 et 0 est une constante donc
la suite (u,,) est minorée par 0.

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,,) est convergente.
1
Notons £ sa limite. On a vu que pour toutn € N, u,, .1 + u, = P donc les

deux membres de cette égalité ont méme limite.

Oru,,q = fetu, »fdoncu,q +u, = 2¢ etn%l—> 0 donc 22 = 0 d’ou
£=0.

Conclusion :

lim u, =0
n—-+oo
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